.Opcion A
Ejercicio 1 opcion A, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)
Se desea construir una canaleta, para la recogida de agua, cuya seccidén es como la de la figura. La
base y los costados deben medir 10 cm y se trata de darle la inclinacion adecuada a los costados para
obtener una seccion de area maxima. Se pide:

® 10 X .
a) [0,25 puntos] Halla la altura de la canaleta en funcién de x (ver la figura).
b) [0,75 puntos] Halla el area de la seccién de la canaleta en funcion de x.
¢) [1,5 puntos] Encuentra el valor de x que hace maximo dicho area.

Solucion

Es un problema de optimizacion.
a)
Halla la altura de la canaleta en funcion de x (ver la figura).

Tenemos un triangulo rectangulo y aplicamos el Teorema Pitagoras 102 = h? + x+/100 - x?
Cbémo es

h= +4100-x? = . = +4/100 - x?
longitud

b)

Halla el area de la seccién de la canaleta en funcién de x.

Area de la seccion = (area del rectangulo) — 2-(area triangulo) =

= (base rectangulo-altura) — 2-( (1/2)-base trianguo-altura) = (10 + 2x)-h — (x-h) =
= (10 + 2X)- /100 - X2 — x-4/100 - X2 = A(X)

c)

Encuentra el valor de x que hace maximo dicho area.

La funcion a optimizar es el area = A(x) = (10 + 2x)- V100 - x> — X-+/100 - x* .

Sabemos que sif‘(b) =0y f“(b) <0, x = b es un maximo relativo de f(x).

Derivando tenemos: A ‘(x) = 2-4/100 - x* + (10 + 2x)- { -2X ] —1-4100-x2 - x-[ -2X J _

24/100 - x? 24/100 - x*

10x + 2x2 x2
2.4100-x% — [ 222X | _J100-x2 + (—] =
{VlOO-XZJ 4100 - x?

_ 2-(100 - x*) - 10x - 2x*- (100 - x*) + x> _ - 2x* - 10x + 100

V100 - x2 7100 - x*
De A‘ (x) = 0tenemos: -2x2—10x + 100=0 - x2+5x-50=0,de dondex =5 y x =-10 (no vale porque
las longitudes son positivas)

-2X
(- 4x - 10)4/100 - x* - (- 2x* - 10x + 100)————
24/100 - X2

Veamos que es un maximo. De A "(x) = , tenemos

(\/100 e )2

A"(5) = 0-3'46 <0, luego x =5 cm es un maximo relativo de A(x).

(- 30)-/75 - (0)

(V75)



Ejercicio 2 opcion A, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)

[2'5 puntos] Determina la funcién f : (1+o) - R sabiendo que f "(x) =

1 .
-1 y que la ecuacion de la
X -

recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisax=2esy =x + 2.

Solucién
Aplicamos el Teorema Fundamental del Calculo Integral (TFCI), que nos dice: Si f(x) es continua en [a,b]
entonces la funcion G(x) = | [ f(t) ]dt es derivable y su derivada es G ‘(x) = (J [f(t)]dt )* = f(x).

En la préactica f(x) = [ f ‘(x)dx; f ‘(x) = [ f *(x)dx; f “(x) = | f ’(x)dx, etc.....

Como nos dicen que la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el punto de abscisa x = 2 es
y =X + 2, por un lado tenemos que f ‘(2) =y ‘=1, y por orro f(2) = y(2) = (2) + 2 = 4, pues en el punto de
tangencia coinciden.

: e Ceodx | [x1=t) edt o, .t 1.1
Tenemos f(x)dx—jf (x)dx—jw—{dxzdt} _.[t_z_.[t dt = -2+1+K_t_1+ _)Tl+K .

De f'(2)=1 - 1=-1/(2-1) +K - K = 2, luego f'(x):'—11+2
X_

Por el TFCI, f(x)= _[f '(X)dx = I(_—ll + Zjdx =-n[x - 1| + 2x + L, como f(0) = 1 tenemos:
X -

De f(2)=4 - 4=-In2-1)+2-(2)+L - L=0,luego f(x) =-In(x-1) + 2x .

Ejercicio 3 opcion A, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)

111 0
Considera las matrices A= |0 1 0|,B=|1|yC=(11 2).
0 0 1 -1

a) [1 punto] Calcula A2018,
b) [1’5 puntos] Determina, si existe, la matriz X que verifica A(X + 2I) = BC donde | es la matriz identidad

Solucién
111 0
Considera las matrices A= |0 1 0|,B=|1|yC=(11 2)
0 0 1 -1
a)
Calcula A%018,
111 111 1 2 2 1 2 2 111 1 3 3
AZ=A-A= 10-[010:010;A3:A2A=010-010:010;
0 0 10 0 1 0 01 0 0 10 0 1 0 01
1 2 2 1 2 2 1 4 4
A*=A2A2 =10 1 0|-/|0 1 0| = [0 1 0. Aunque la demostracion correcta es por el método de
0 010 0 1 0 01
1 2018 2018
induccién, se ve que A2018 = | 0 1 0 J
0 0 1
b)

Determina, si existe, la matriz X que verifica A(X + 21) = BC donde | es la matriz identidad
111

Como det(A) =|A|=1[0 1 0| =1.(En una matriz triangular su determinante es el producto de los elementos
0 0 1

de su diagonal principal), existe su matriz inversa Al = ﬁ-Adj(A‘).
De A(X + 2I) = BC, tenemos A-X + 2A = BC, de donde A-X =BC - 2A.



Multiplicando ambos miembros de la igualdad A-X =BC — 2A por la izquierda por Al tenemos:
ALAX=Al(BC-2A) - I3:X=Al(BC)-2ALA

- X=A1(BC)-2-l.
100 1 -1 -1 11-1-1 1 -1 -1
Al=11 1 O[;Adj(AY=|0 1 0 |;luego A'1:1- 0 1 0|={0 1 O
101 0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 -1-1 100
Luego X=A%(BC)-2k=|0 1 O|||1[(1 1 2)|-21|0 1 0]=
0 0 1 -1 0 01
1 -1-1,(0 0 O 2 00 0 0 O 2 00 2 0 0
=/0 2 0|2 1 2|-|0 2 0|=|1 1 2|-|0 2 0|=|1 -1 2
0 0 1)1 -1 -2 0 0 2 -1 -1 -2 0 0 2 -1 -1 -4
Ejercicio 4 opcion A, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)
: X+y =z+4 Xx-2 =0
Considera las rectas r y s dadas por r = y S=E .
X+2y= 7 y+3=0
a) [1 punto] Estudia y determina la posicion relativa de ry s.
b) [1,5 puntos] Determina la recta perpendicular cominaryas.
Solucion
i X+y =z+4 x-2 =0
Considera las rectas r y s dadas por r = y S=E .
X+2y= 7 y+3=0

a)
Estudia y determina la posicion relativa de r y s.

De la recta “r’ tomamos un punto, el A y un vector director, el u.
Para el punto tomo y =0, con lo cual x = 7 y z = 3. Punto A(7,0,3).
El vector u lo calculo como el producto vectorial de los vectores normales de los planos que determinan la

i j ok

recta “r’,esdeciru=[1 1 -1=i(0+2)—j(0+1) + k(2-1) = (2, -1, 1).
120

De la recta “s” tomamos un punto, el B y un vector director, el v.

Para el punto tomo z =0, con lo cual x = 2 e y = -3. Punto B(2,-3,0).
El vector v lo calculo como el producto vectorial de los vectores normales de los planos que determinan la

= i(0-0) — j(0-0) + k(1-0) = (0, 0, 1)

B O —
o o x

i
recta “s”, es decirv = |1
0

Como los vectores u = (2, -1, 1) de “r" y v = (0, 0, 1) de “s” no son proporcionales, los vectores u y v no son
paralelos, por tanto las rectas “r’ y “s” tampoco lo son, luego “r’ y “s” se cortan 0 se cruzan.

Sidet(AB, u,Vv) =0, “r"y “s” se cortan, con AB =b —a= (2,-3,0)- (7,0, 3) =(-5, -3, -3)

Sidet(AB, u, v) £0, “r" y “s” se cruzan.
-5 -3 -3|Adjuntos

Como det(AB,u,v)=1|2 -1 1| tercera = +(1)-(5+6)=11#0, luego las rectas “r’'y “s” se cruzan.
0 0 1| fila

b)
Determina la recta perpendicular cominaryas.

Un punto A de “r" es A(7,0,3) y un vector director es u = (2, -1, 1).
Un punto B de “s” es B(2,-3,0) y un vector director es v = (0, 0, 1).

De la recta r(A; u) tomamos un punto genérico P(X, y, z) = P(7+2A, 0 - A,3+A) = P(7+2A, - A,3+A)
De la recta s(B; v) tomamos un punto genérico Q(x, y, z) = Q(2, -3, 0+u) = Q(2, -3, 1)

El vector PQ tiene que ser perpendicular al vector director de “r" u y al vector director de “s” v a la vez, es



decir su producto escalar () tiene que ser cero:

PQ = (2-7-2A, -3+A,u-3-A) = (-5 -2\, -3 + A, -3 - A + )
PQeu=0=(-5-2\,-3+A,-3-A+)*(2,-1,1) =0=-10-4A+3-A-3-A+u=-10-6A+u=0.
PQev=0=(-5-2A,-3-A,-3-A+)+(0,01)=0=-3-A+p - u=3+A

Sustituyendo u=3+A en -10-6A + u=0 tenemos -10-6A+3 +A =0 - -7 -5\ =0, de donde
A=-7/5y u=3+(-7/5) = 8/5.

Ya tenemos los valores de “A” y

Entrando en el punto genérico P con el valor de A = -7/5, obtenemos el punto P determinado que es
P(7+2(-7/5), - (-7/5), 3+(-7/7)) = P(21/5, 7/5, 8/5)

Entrando en el punto genérico Q con el valor de p = 8/5, obtenemos el punto Q determinado que es
Q(21 _3! (8/5)) = Q(21 _31 8/5)

La recta perpendicular a ambas pedida, “t", es la que pasa por los punto P y Q, es decir t(Q;PQ)

Punto Q(2, -3, 8/5), vector PQ = (2, -3, 8/5) - (21/5, 7/5, 8/5) = (-11/5, -22/5, 0). Otro vector paralelo de la recta
perpendicular pedida seria el w = (1, 2, 0)

La recta pedida en forma vectorialest = (x,y,z) = (2, -3, 2/5) + §(1, 2, 0) con & O R.

Con este método es facil tener errores de célculo, a veces es Util dar la recta perpendicular como corte de dos
planos 7z y 75. Donde 7z contiene a la recta r y a la direccion perpendicular uxv, y 76 contiene alarectasy a
la direccion perpendicular uxv.

Opcion B
Ejercicio 1 opcion B, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)

X

Sea la funcién f definida por f(x) = parax #z 1

a) [0,75 puntos] Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.
b) [1 punto] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y halla sus maximos y minimos
relativos (puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcién).
¢) [0,75 puntos] Esboza la gréfica de f indicando sus puntos de corte con los ejes coordenados.
Solucién

X

Sea la funcién f definida por f(x) =

parax#1

a)
Estudia y determina las asintotas de la grafica de f.

Como el denominador se anula para x = 1, si Iim1 f(x) = o0, x = 1 seré asintota vertical de f(x).
X -

e" e' e
Tenemos lim f(x) = lim ( 1] =—— = o =+ o0, luego larecta x =1 es una asintota vertical de la
X - 1+ X - 1+ X -

gréafica de f.

- . . : e e' e
Para la posicion relativa lim f(x) = lim =T —— = —=-®
x -1 x - 1= x-1 r-1 O
Veamos la existencia de asintotas horizontales de la gréfica de f.

Regla de L'Hopital (L'H): Si ||m (X) yeX|ste lim ') , entonces lim —= LG = lim ' . Laregla sirve
ag(x) 0 xag'(x)’ xwag(x)  x-2g'(x)

(o]
también para —, y cuando x — oo,
(o]

X +o00 + X + . . ; .
Como I|m ( € j = {e = i; L‘H} = lim (e—j = i , la grafica de f no tiene asintota horizon-
sl -] +00 +00 X w4o| ] 1

tal en + o0,



. . . . f(x) . e
Tampoco tiene asintota oblicuay =mx +n, en+ o, porque al calcular m = lim — = lim | ——— | nos
X — +oo X X - 400 X - X

saldria, al aplicar dos veces la Regla de L'Hopital +/2 = + co,

X (-x)
como lim | 2—| = lim |- = lim | — 1 = t 1. 0", larecta y=0 es una asin-
X --o| X -1 X = +o0 ('X)' 1 X -4o| @ X.(_X_ 1) +oo.(-oo) -00

tota horizontal de f en - o, y esta por debajo de la gréfica de f.
Como tiene asintota horizontal en - 0, no tiene asintota oblicua en - .

b)
Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f y halla sus maximos y minimos relativos
(puntos en los que se obtienen y valores que alcanza la funcion).

Me piden la monotonia. Estudio de f '(x)
e . e (x-1)-e1 €& (x-2
1 (x-1) (x-1)

-1

De f’(x) = 0, tenemos e*-(x — 2) = 0, {es cero el numerador} tenemos (x — 2) = 0 (sabemos que la exponen-
cial e* nunca se anula), de donde x = 2, que sera el posible extremo relativo.

0- - -
Como f'(0) = % = TZ <0, f es estrictamente decreciente  (\,) en (-,2) — {1}.
3, _ 3
Como f'(3) = ﬁ = % >0, f es estrictamente creciente (/) en (2,+).
2
Por definicidon x = 2 es un minimo relativo y vale f(2) = 2e_1 =e? 074.
c)

Esboza la grafica de f indicando sus puntos de corte con los ejes coordenados.
0

Para x = 0, tenemos f(0) = Oe 1 =1/-1 = -1. Punto de corte (0, -1).

Sif(x) = 0, tenemos e* = 0, y ya sabemos que nunca vale cero.
Un esbozo teniendo en cuenta todo lo anterior seria:

&

Ejercicio 2 opcion B, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)
Sea f: R - R lafuncion definidad por f(x) = x-cos(x/2).
a) [1'75 puntos] Calcula | f(x) dx
b) [0'75 puntos] Encuentra la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).
Solucién
Sea f: R - R lafuncion definidad por f(x) = x-cos(x/2).
a)




Calcula [ f(x) dx
u=x = du =dx

= = [x.cos| X |dx=
FO = _[f(x)dx- -[X cos(zjdx {dvzcos(x/Z)dx = vz_[cos(x/Z)dx:Z-sen(x/Z)

= 2x-sen(x/2) - 2(-2cos(x/2)) + K = 2x-sen(x/2) + 4-cos(x/2) + K.

b)
Encuentra la primitiva de f cuya gréfica pasa por el punto (0, 1).

}: X-2sen(x/2) - _[Zsen(x/2)dx =

De F(0) = 1 tenemos 1 = 2(1)-sen(0) + 4-cos(0) + K= 4 + K, de donde K = -3 y la primitiva pedida es
F(x) = 2x-sen(x/2) + 4-cos(x/2) — 3.
Ejercicio 3 opcion B, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)
X+y+mz =1
Considera el siguiente sistema de ecuaciones <x+my+z =1
X+2y+4z=m
a) [1'75 puntos] Discute el sistema en funcion del parametro m.
b) [0'75 puntos] Si es posible, resuelve el sistema para m = 1.
Solucién
X+y+mz =1
Considera el siguiente sistema de ecuaciones <x+my+z =1
X+2y+4z=m

?))iscute el sistema en funcién del pardmetro m.
11 m 11 m31
Matriz de los coeficientes A= |1 m 1 |, matrizampliadaA*=|1 m 1 1
12 4 1 2 4 m
1 1 m 1 1 m |Adjuntos

En A, det(A)=11 m 1|F-F =0 m-1 1-m|primera =1-((m-1)-(4-m)—-1-(1-m) =
1 2 4K-F |0 1 4-m|columna
=(m-1)-(4-m) + 1-(m-1) = (m-1)-(4-m+1) = (m-1)-(5m).

De det(A) = 0 tenemos (m-1)-(5-m) =0, portantom=1 y m =5,

Si m#1ym #5, tenemos rango(A) = rango(A*) = 3 = n° de incognitas, sistema compatibl e y determi-
nado y tiene solucion Unica

111 1111
Si m=1,tenemosA= |1 1 1|, matrizampliadaA*=|1 1 1 1]|.
12 4 12 41

Vemos que tanto A como A* tiene dos filas iguales por tanto se puede suprimir una de ellas, ademas en A

1
como =2-1=1#0, tenemos rango(A) = rango(A*) = 2 < n° de incAgnitas, sistem a compatible e

indeterminado y tiene mas de una solucidn (infinita S en nuestro caso) .

115 1151
Si m=5,tenemosA= |1 5 1|, matrizampliadaA*={1 5 1 1
12 4 12 45

En A como

11
5‘ =5-1=4%0, tenemos rango(A) = 2.

11 1 1 1 1]Adjuntos
EnA*como 1 5 1F, -F=|0 4 O] primera =1-(16 —0) =16 # 0, tenemos rango(A*) = 3..
1 2 5K -F |0 1 4|columna

Por el Teorema de Rouche, como rango(A) =2 # rango(A*), el sistema es incompatible y no tienes  olu-
cion.



b)
Si es posible, resuelve el sistema param = 1.

Hemos visto en el apartado (a) que si m = 1, rango(A) = rango(A*) = 2 < nimero de incégnitas, y el sistema
era compatible e indeterminado y tenia infinitas soluciones

Como rango = 2, tomamos dos ecuaciones (22 y 32, que son las que he utilizado para obtener el menor de
orden 2 de A distinto de cero) y dos incognitas principales:

XxX+y+z=1 _|Xty+z 1 _ _ 1 b=
{x+2y+4z=1(F2-Fl) { y+3z o,tomandoz—bDRtenemosy— 3byx=1-(-3b)-b=1+2b,

la solucién del sistemaparam=1es: (x,y,z)=(1L+ 2b,-3b,b) conbOR.

Ejercicio 4 opcion B, Segunda reserva de 2018 (modelo 3)
y-1_2z-1
-1 2
a) [1 punto] Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en 3 segmentos de la misma longitud.
b) [1,5 puntos] Determina un punto C de r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en C.

Solucion

Considera los puntos A(2, -1, -2) y B(-1, -1, 2), y larecta r dada por x-1=

Considera los puntos A(2, -1, -2) y B(-1, -1, 2), y larecta r dada por x -1 :Lllz%l.
a)
Determina los puntos del segmento AB que lo dividen en 3 segmentos de la misma longitud.

A, M ] B
A(2, -1, -2) y B(-1, -1, 2). Nos piden los puntos M y N que dividen al segmento en tres partes iguales.

Observamos la siguiente igualdad entre vectores AB = 3AM

AB =(-3,0, 4)

AM =(x-2,y+1,2+2)

De AB = 3AM obtenemos (-3, 0, 4) = (3x - 6, 3y + 3, 3z + 6), e igualando miembro a miembro se tiene -3 =3x - 6,
dedondex=1,0=3y+3,dedondey=-1y 4=23z+ 6, de donde z =-2/3, es decir el punto M es M(x,y,z) =
= M(1, -1, -2/3).

También se observa que el punto N es el punto medio del segmento MB, es decir el punto N es N(x,y,z) =
=N((@-12)2,(-1-2)/2, (2-2/3)/2) =N(0, - 1, 2/3).

Los puntos pedidos son M(1, -1, -2/3) y N(0,-1, 2/3).

b)

Determina un punto C de r de forma que el triangulo ABC sea rectangulo en C.

Tenemos A(2, -1, -2) y B(-1, -1, 2), y ponemos “r" es forma vectorial r = (x,y,z) = (1, 1, 1) + 8(1, -1, 2) =
= (1+9,1-9,1+2d)condlR. Un punto genérico de “r'esC(1+9,1-9, 1+ 2)).

Como nos dicen que ABC sea rectangulo en C, formamos los vectores AC y BC, que tienen que ser perpen-
diculares, luego su producto escalar (*) tiene que ser cero. De dicha ecuacion obtendremos los valores de &
y los puntos pedidos.

AC=(1+06-2,1-0+1,1+20+2)=(-1+9,2-06,3+2))
PQ=(1+0+1,1-0+1,1+20-2)=(2+9,2-0,-1+29)
ACeBC=0=(-1+3,2-5,3+20)+(2+85,2-5,-1+25)=0=
=(-1+9):(2+3)+(2-0):(2-0) +(3+20)(-1+25)=65*+0d-1=0
1+4J1+24 -1+5
12 Co12
Para 6 = 1/3 tenemos el punto de larecta Cu(1 + (1/3), 1 — (1/3), 1 + 2(1/3)) = C1(4/3, 2/3, 5/3).

Tenemos o =

, por tanto las soluciones son 6=4/12=1/3 y 6=-6/12 = - 1/2.

Para d =-1/2 tenemos el punto de larecta Cz(1 + (-1/2), 1 — (-1/2), 1 + 2(-1/2)) = C»(1/2, 3/2, 0).



